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Abstract 

We call a finite-dimensional complex Lie algebra 0 strongly 
rigid if its universal enveloping algebra lA^ is rigid as an as¬ 
sociative algebra, i.e. every formal associative deformation 
is equivalent to the trivial deformation. In quantum group 
theory this phenomenon is well-known to be the case for all 
complex semisimple Lie algebras. We show that a strongly 
rigid Lie algebra has to be rigid as Lie algebra, and that in 
addition its second scalar cohomology group has to vanish 
(which excludes nilpotent Lie algebras of dimension greater 
or equal than two). Moreover, using Kontsevitch’s theory 
of deformation quantization we show that every polynomial 
deformation of the linear Poisson structure on g* which in¬ 
duces a nonzero cohomology class of g leads to a nontrivial 
deformation oIIAq. Hence every Poisson structure on a vec¬ 
tor space which is zero at some point and whose linear part is 
a strongly rigid Lie algebra is therefore formally linearizable 
in the sense of A. Weinstein. Finally we provide examples 
of rigid Lie algebras which are not strongly rigid, and give a 
classification of all strongly rigid Lie algebras up to dimen¬ 
sion 6 . 
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1 Introduction 


Dans la theorie des groupes quantiques de Drinfel’d (voir 


on 


on considere en particnlier les algebres enveloppantes qnantiqnes UhQ d’nne 
algebre de Lie (g, [ , ]) snr nn corps IK (generalement algebriqnement clos 
et de caracteristiqne zero). Ces algebres sont des deformations formelles de 
I’algebre enveloppante Wg de g en tant qu’algebre de Hopf. Dans la plnpart 
des exemples, introdnits par Drinfel’D et Jimbo [^, g est nne algebre 
de Lie semi-simple complexe de dimension finie. Dans ce cas, la deformation 
formelle de la structure associative de Ug, an sens de Gerstenhaber [^, dans 
UhQ (ainsi que pour toute autre deformation associative) est nne deformation 
triviale, c.-a-d. isomorphe a Uq, (voir par exemple |^, p.430]). En revanche 
la comultiplication cocommutative de Uq se deforme en nne comultiplication 
non cocommutative dans UhQ. Ceci signifie que Uq est nne algebre associative 
rigide, mais non rigide comme algebre de Hopf. Voir [Q pour les algebres 
associatives complexes rigides de dimension finie. 

En outre, le theoreme de PoincarGBirkhoff-Witt permet de regarder I’algebre 
enveloppante Uq elle-meme comme nne ‘deformation’, en general non com¬ 
mutative, de I’algebre symetrique 5g. Cette derniere algebre est isomorphe 
a I’algebre des fonctions polynomiales snr I’espace dual g* de g et est mu- 
nie d’une structure d’algebre de Poisson (provenant de la structure de Pois¬ 
son lineaire Pq snr g* induite par le crochet de Lie de g). La deformation 
Sq Uq a. ete precisee par Gutt dans la theorie de quantihcation 
par deformation de Bayen, Flato, Frpnsdal, Lichnerowicz et Sternheimer Q. 
Dans cette theorie, on construit des deformations associatives formelles, dites 
star-produits *, de I’algebre C°°{M) de toutes les fonctions a valeurs com¬ 
plexes de classe C°° snr nne variete de Poisson. Kontsevitch a reexamine 
cette deformation de 5g dans le cadre d’une formule universelle pour un 
star-produit snr M"' muni d’une structure de Poisson arbitraire (voir [P^). 
L’equivalence de la deformation de Kontsevitch et celle de Gutt a ete demontree 
par Dito (|T3|). 

La classihcation des star-produits a ete donnee par Kontsevitch en termes 
de classes de diffeomorphie formelles des structures de Poisson formelles : il 
s’agit des deformations formelles des structures de Poisson elles-memes. En 
geometrie differentielle, ces deformations {C°° on formelles) ont ete implicite- 
ment etudiees dans la theorie de linearisation des structures de Poisson de 
pp. 537] : on y a surtout etudie le cas on la structure de Pois- 


Weinstein 42 


son s’annule en un point et est linearisable dans le sens qu’elle est isomorphe 
a sa partie lineaire. En outre, nne formule pour la deformation formelle d’une 
structure de Poisson de fagon que les feuilles symplectiques restent les memes 
a ete etablie par Lecomte (voir 


3^ p.l65]). 
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Toutes ces considerations nons ont amenes a poursnivre deux objectifs 
essentiels dans une partie de 


37 et dans cet article : 


D’une part, etudier les deformations associatives formelles des algebres en- 
veloppantes, principalement a I’aide de la deformation de la structure de 
Poisson lineaire sur g* et de la formule universelle de Kontsevitch. 

D’autre part, chercher et caracteriser les algebres de Lie qu’on appelle forte- 
ment rigides, c.-a-d. dont I’algebre enveloppante Uq est rigide dans le sens 
qu’elle n’admet que des deformations triviales comme algebre associative. 

On a obtenu les resultats principaux suivants : 

1. A toute deformation polynomiale formelle non triviale de la struc¬ 
ture de Poisson lineaire provenant d’une algebre de Lie complexe g 
on pent associer une deformation non triviale de son algebre envelop¬ 
pante Uq, voir le theoreme Pour le demontrer, on construit d’abord 
une deformation formelle a deux parametres de I’algebre symetrique iSg 
d’apres Kontsevitch et on montre sa convergence par rapport an pre¬ 
mier parametre. 

2. Nous avons montre, independamment de la theorie de Kontsevitch, les 
deux cas particuliers importants du theoreme 0 suivants : 

~ Si I’algebre de Lie g n’est pas rigide, alors Ug n’est pas rigide non 
plus, voir theoreme ^4.1| . Ceci justihe la notion ‘fortement rigide’ et 
nous permet d’utiliser les resultats sur la rigidite des algebres de 
Lie obtenus par R. Carles, Y. Diakite, M. Coze et J.M. Ancochea- 

,i, a, 


Bermudez dans 


!)• 


3. 


4. 


- Si le deuxieme groupe de cohomologie scalaire, H^£(g,]K), de 
I’algebre de Lie g ne s’annule pas, alors Ug n’est pas rigide, voir 
theoreme Ce critere montre par exemple que les algebres de 
Lie nilpotentes de dimension > 2 ne sont pas fortement rigides. 

En plus des exemples deja connus comme la classe des algebres de Lie 
semi-simples et I’algebre non abelienne X 2 de dimension 2, on a etabli la 
forte rigidite des algebres affines g[(m, K) x K™ (voir le theoreme |3.3|) . 
Une preuve plus geometrique a ete independamment obtenue par Du- 
four et Zung dans le cadre des structures de Poisson linearisables. 
Pour tons ces exemples, nous avons verihe la nullite du deuxieme groupe 
de cohomologie H^£;(g,5g) qui est toujours isomorphe an deuxieme 
groupe de cohomologie de Hochschild H|^(L/g,Wg) d’apres un theoreme 
de H. Cartan et S. Eilenberg. 

Notre principal theoreme nous permet d’exclure quelques algebres 
de Lie rigides de la liste des fortement rigides, par exemple les sommes 
semi-directes ti x Us^e (algebre de Lie resoluble) et sl(2, C) x Ua (on 
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Us est I’algebre de Heisenberg). Ainsi, on classifie les algebres de Lie 
fortement rigides jusqu’en dimension 6 : 

{0}, K, r 2 , s[(2,]K), g[(2,]K), s[( 2 ,]K)xr 2 , 
s[(2,K) X si(2,K), 0[(2,K) x 

5. Du theoreme |0| , on en deduit egalement que toute structure de Poisson 
dont la partie lineaire correspond a une algebre fortement rigide est 
formellement linearisable. 

Dans cet article, on consacre le deuxieme paragraplie aux rappels de 
quelques generalites concernant les algebres enveloppantes, la tlieorie des 
deformations, la cohomologie, la rigidite et les structures de Poisson. Dans le 
paragraphe 3, on definit les algebres de Lie fortement rigides, et on trouve les 
exemples mentionnes ci-dessus par un calcul cohomologique. Le paragraphe 
4 est consacre aux proprietes des algebres de Lie fortement rigides, notam- 
ment a la demonstration du theoreme 0 et |4.2| mentionnes ci-dessus. Dans 
le paragraphe 5, on rappelle la tlieorie de la quantification par deformation 
et la formule universelle de Kontsevitsch pour une deformation de C°°{M) 
pour toute variete de Poisson M. Apres avoir rappele la construction de Gutt 
et de Dito, on demontre notre theoreme principal 0 mentionne ci-dessus. 
Dans le paragraphe 6, on donne la classification des algebres de Lie forte¬ 
ment rigides de dimension inferieure on egale a six. On en deduit egalement 
quelques remarques a propos du probleme de linearisation des structures de 
Poisson en paragraphe 7. 

Remerciments 

Nous remercions Aleksei Bolsinov, Roger Carles, Jean-Paul Dufour, Michel 
Goze et Freddy Van Oystaeyen pour les fructueuses discussions et proposi¬ 
tions. 


2 Generalites 

1. Soient K un anneau commutatif unitaire et g une algebre de Lie sur K. 
Rappelons qu’une g-representation (a gauche) de g est un iP-module 
A4 et un iL-homomorphisme 

g M. ^ Ai X ® a ^ xa (2.1) 

tel que x^ya) —y{xa) = [x, y]a. A toute algebre de Lie g, on associe une 
A-algebre associative Uq telle que toute g-representation (a gauche) 
pent etre vue comme une 7/g-representation (a gauche) et vice-versa. 
L’algebre Ug est construite de la maniere suivante : 
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Soit Tg I’algebre tensorielle du i^-module 0 ,Tg = T°©T^©---© 
© • • ■ onT^ = g ®k 0 ®k ■ ■ ■ ®k 0 in fois), en particulier T° = 1 et 

= g. Le produit dans Tg etant la multiplication tensorielle. Toute 
application T'-lineaire g ®k M. ^ M. admet une extension unique 
en un morphisme de T'-algebres Tg —> Hom/^(A^, A^). Pour que la 
restriction de ce morphisme a g definisse une g-representation sur Al, 
il est necessaire et suffisant que les elements de Tg de la forme x®y—y® 
X — [x,y] on x,y E g annulent A4. Par consequent, on introduit I’ideal 
bilatere X engendre par les elements x ® y — y ® x — [x, y] on x,y E g, 
et on definit I’algebre enveloppante de g comme le quotient Tg/X. On 
identifie ainsi les g-representations et les Wg-modules. Rappelons que 
tout Wg-bimodule A1 est un g-module par (x, m) —> xm — mx, note 
Ma. 


Supposons que I’algebre de Lie g soit un iP-module libre, soit {xi} une 
base fixee de g. Soit yi I’image de Xi par le iP-homomorphisme g ^ Ug. 
On pose yi = yii - ■ ■ yip avec / une suite finie d’indices 1 < ii <■■■< ip 
et I// = 1 si / = 0. D’apres le theoreme de Poincare-Birkhoff-Witt, 
I’algebre enveloppante Ug est engendree par les elements yj correspon- 
dant a des suites croissantes / (voir par exemple 0, pp. 271]). 


Soit iP = K un corps. On designe par SV I’algebre symetrique sur le 
K-module R. Si Q G K, il existe une bijection canonique uj : Sg ^ Ug 
donnee par 


uiXi ■■■Xn) 


-y 

n\ 


X, 


a{l) 


■ ■ - x, 


a(n) 


T&Sn 


( 2 . 2 ) 


(on Xi, ■ • • , G g et est le groupe des permutations de { 1 ,..., n}) 
qui est un isomorpliisme de g-modules entre iSga et Uga (voir par ex¬ 
emple 1^, pp.78-79]). 


2. Les premiers travaux sur les deformations des algebres remontent aux 
annees 60. L’article de M. Gerstenhaber fournit I’outil de ces de¬ 
formations sur la base des series formelles qu’on rappelle ci-dessous. 
Desormais K designe un corps algebriquement clos de caracteristique 
nulle. Soit K[[f]] I’anneau des series formelles a coefficients dans K. 
Pour chaque K-espace vectoriel E on note E[[t]] le K[[t]]-module de 
toutes les series formelles a coefficients dans E. Soit (A, po) une K- 
algebre associative (resp. de Lie). Alors (A[[f]], po) est une ]K[[t]]-algebre 
associative (resp. de Lie). 


Definition 2.1 (a) On appelle deformation associative (resp. d’une 

algebre de Liej formelle de A une K.[[t]]-algebre associative (resp. 
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de Lie) (^[[t]],/ii) avec 

Lt = LoL- tfii + t^/i2 + ■ ■ ■ + + • • ■ , 

oil /in G HomK(^ ®]K A, A), (resp. /i^ G HomK(^ Ak A, A). 

(b) Deux deformations {A[[t]], fit) {A[[t]], fi't) sont dites equivAentes 
s ’il existe un isomorphisme formel 


+ 'Lit + ■ ■ • + 'Pnt^ + ■ ■ ■ ) 

avec ipo = Id_A (I’application identite de A) et ipn G HomK(w4,, 
tel que 

fi't{a, h) = iftib)) Va, b e A. 

(c) Une deformation de A est dite triviale si elle est equivalente a 
{A[[t]ffio). 

(d) Une algebre associative (resp. de Lie) A est dite rigide si toute 
deformation de A est triviale. 


3. La theorie des deformations est intimement liee a la cohomologie de 
Hochschild dans le cas des algebres associatives et a la cohomologie 
de Chevalley-Eilenberg dans le cas des algebres de Lie. On designe 
par H^(^, Af) le n-ieme groupe de cohomologie de Hochschild d’une 
algebre associative A a valeurs dans un bimodule M. et par M.) 

le n-ieme groupe de cohomologie de Chevalley-Eilenberg d’une algebre 
de Lie A a valeurs dans un g-module M.. Le deuxieme groupe de coho¬ 
mologie de Hochschild d’une algebre associative (resp. cohomologie de 
Chevalley-Eilenberg d’une algebre de Lie) a valeurs dans I’algebre cor¬ 
respond a I’espace des deformations inhnitesimales. Pour notre etude, 
le fait suivant sera tres important (voir |^, et [^) : 

Proposition 2.1 Soit A (resp. gj une algebre associative (resp. une 
algebre de Lie). 

(a) Si le deuxieme groupe de cohomologie de Hochschild, 'iAfji^A^A), 
(resp. de Chevalley-Eilenberg, H^g(g,g)J s’annule, alors I’algebre 
A (resp. g) est rigide. 


(b) D’un autre cote, si /io + tfii est une deformation de A (resp. 
de g) et si A (resp. g) est rigide, alors le 2-cocycle /ii est toujours 
un 2-cobord de la cohomologie de Hochschild (resp. de Chevalley- 
Eilenberg). 

(voir 1^, p.430] pour une demonstration). La reciproque de I’assertion 
(a) est fausse, il existe des exemples d’algebres de Lie rigides dont le 
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deuxieme groupe de cohomologie est non nnl (voir . Le probleme est 
encore onvert en caracteristiqne 0 ponr les algebres associatives (voir 
23[] ponr nn exemple en caracteristiqne p) 


Le troisieme gronpe de cohomologie quand a Ini correspond a I’espace 
des obstrnctions ponr I’extension d’ordre n a nne deformation d’ordre 
n+1 (0, et 0). 

4. Le theoreme classiqne snivant du a H. Cartan et S. Eilenberg ( 0 . 
pp.277]) fait le lien entre la cohomologie de Hochschild de I’algebre en- 
veloppante a valenrs dans nn T/g-bimodnle M. (en particnlier M. =Uq) 
et la cohomologie de Chevalley-Eilenberg de I’algebre de Lie a valenrs 
dans le meme module. 


Theoreme 2.1 Soit g une algebre de Lie de dimension finie sur K. 
Alors 

H^(W0, M) ~ Mo) Vn e M 

En particnlier, sz Q C K on a pour tout n G M 

CX) 

H^(W0,W0) ^ H^^(0,W0j ^ H^e(0,50J ^ 0H^^(0,5^0,) 

fc =0 


5. Le theoreme de Hochschild et Serre (p^) snivant fournit une factori¬ 
sation des groupes de cohomologie de Chevalley-Eilenberg : 


Theoreme 2.2 Soient g une algebre de Lie de dimension finie, AA un 
Q-module de dimension finie surK, n un ideal dcQ etb une sous-algebre 
supplementaire de n, reductive dans g, telle gue le b-module induit sur 
Ai soit semi-simple, alors pour tout entier positif p on a 


W'cEitM)- 

i+j=p 


oil designe le sous-espace de tons les elements invariants 

par b. 

6. Une algebre de Poisson est une algebre associative commutative A sur 
K munie d’une application bilineaire { , } \ Ax A ^ A verihant pour 
tout f,g,hEA 

{f,9} = -{gJ} (2.3) 

0 = {fA9^h}} + {g,{hJ}} + {h,{f,g}} 

(identite de Jacobi) (2.4) 

{hjg} = {h,f}g + f{h,g} 

(identite de Leibniz) (2.5) 
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On note par {A, •, { , }) une telle algebre. Une variete M est dite variete 
de Poisson si I’algebre des fonctions (M) est munie d’une structure 
de Poisson. 

7. Soit M une variete de Poisson. Pour tout / G I’application 

lineaire {/, } : C°° (M) —> C°° (M) definit une derivation. Soit Xf le 
champ de vecteurs associe a /, le crochet de Poisson s’ecrit alors 

{f,g} = Xjg = -XJ = dg{Xf) = -d/(X,) 

II s’ensuit que le crochet de Poisson est determine par une application 
bilineaire antisymetrique sur le hbre cotangent T*M de M, c’est a dire 
un champ de tenseurs antisymetriques P G P°°(M, A^TM) (avec TM 
le hbre tangent de M) tel que 

{/, 9} = P(df, dg) = Yl P‘’S-fSl3 (2.6) 


avec i9j (1 < i < n) la derivation ^ on sont des coor- 

donnees locales sur M et sont des fonctions locales dehnies 
par P*-^ := {P,P}. Le champ de tenseurs P est appele bivecteur de 
Poisson. 

Toute structure de Poisson sur M est equivalente a la donnee d’un 
bivecteur P G r°°(M, A^TM) verihant, dans toute carte, 

n 

[P^'^dhP^'" + P^'^dhP'"" + P'^^dhP"^) = 0. (2.7) 

h=l 

8. Soient M une variete differentiable, T^M := P°°(M, A*TM) I’espace 
des champs de tenseurs antisymetriques de degre i G N, T^M := 
C°°{M) et TM = (©„>oP*M, A) I’algebre des multivecteurs sur M. 
Pour tout X, Yi, • • ■ ,Yp G T^M I’operateur derivee de Lie associe est 
dehni par 

p 

[X,Fi A ■ ■ ■ A Fp] = A ■ ■ ■ A [X,17] A ■ ■ ■ A 1 ; (2.8) 

i=l 

On dehnit pour Xi, • • ■ ,Xp G T^M et Q ^ TM une extension de la 
derivee de Lie, appelee crochet de Schouten, dehnie par : 

p 

[Xi A ■ ■ ■ A Xp, Q]s = Y Xi A ■ ■ ■ A X, A ■ ■ ■ Xp A [Xi, g] (2.9) 

i=l 
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avec Xi signifiant que X* est omis. 

Le crochet de Schouten [ , ]s : T^M x T'^M —> verifie les 

proprietes suivantes : 

[P,Q]s = (2.10) 

[P,QAR]s = [P,Q]sAR+i-ir+V^[P,R]s (2.11) 

0 = (-l)(P-l)h-l)[p,[Q,i?]^]^+(_l)(9-l)(p-l)[Qji?,p]^]^ 

+ (_l)h-i){9-i)[pjP,Q]^]^ (2.12) 

L’algebre des multivecteurs TM munie du crochet de Schouten est 
une super-algebre de Lie. En particulier, on a les formules suivantes en 
coordonnees locales : 

(a) Soient P = | Xlij P'^^i A dj (e T^M) et Q = | A dj 

(e T^M). II vient : 

[P, Q]s = + P'^^dhQ'^ + pPdhQ'^^ 

i,j,k,h 

+Q^^dhPP + Q^^dhP"^ + QPdhP’'")di A dj A dk 

(2.13) 

(b) Soient P = \ Yhij P^^di Adj (g T‘^M) un champ de bivecteurs et 
A = A^di (g T^M) un champ de vecteurs. II vient : 

{P^^dkA^ + P'^^dkA^ - P^^dkA’^)di A dj (2.14) 

id,k 

Un bivecteur P G T^M dehnit une structure de Poisson si et seulement 
si le crochet de Schouten [P,P]s = 0. II s’ensuit que I’operateur 6p := 
[P, est de carre nul et determine la structure d’un complexe sur TM 
dont la cohomologie est appelee cohomologie de Poisson. 

Soit Pt := YlT=oPPa serie formelle de champs de bivecteurs, c.- 
a-d. Pa G T^M quel que soit a G N. Pi est dite structure de Poisson 
formelle sur M lorsque [Pt, Pt\s = 0 ce qui est equivalent a 

5^[P,,PJ, = 0 VugM (2.15) 

6,c>0 

b-\-c=a 

En particulier, [Po,Po]s = 0, alors Pq est une structure de Poisson sur 
M. La serie Pt est dite deformation formelle de la structure de Poisson 
Pq. Pour a = 1, I’equation (p.l5|) donne 0 = [Po,Pi]s, done le champ 
de bivecteurs Pi est toujours un cocycle de la cohomologie de Poisson. 




9. Soit ( 0 , [ , ]) une algebre de Lie de dimension finie n sur un corps IK et 
0 * son dual algebrique. L’algebre symetrique 50 s’identifie de maniere 
naturelle a I’algebre des fonctions polynomiales sur 0 *. La structure de 
0 permet de definir un crochet de Poisson lineaire sur 0 * : 

{f,9}{x) := x{[df{x),dg{x)]) 

avec f,g&Sgetx^ 0 *. Soient (ej)j=i,...,n une base de 0 , (e®)i=i,,,,,n 
sa base duale et a: = ^ S*’ {fyd} — Po{df,dg) avec Pq le 

bivecteur defini par 

ouP«W = 5^C*ii (2.16) 

i,j k 

avec les constantes de structure de 0 . 

II s’ensuit que ( 50 , •, { , }) est une algebre de Poisson. 

10. Toute cochaine de Chevalley-Eilenberg dans Hom]K(A^ 0 , 50 ) s’identifie 
de fagon naturelle a un champ de multivecteurs dans T^( 0 *). Les deux 
formules suivantes qui se deduisent par un calcul direct caracterisent 
la liaison entre I’operateur cobord 6ce de la cohomologie de Chevalley- 
Eilenberg et celui de la structure de Poisson lineaire. 


Lemme 2.1 

Soit (f) e HomK(A^ 0 , 50 ) 

^ A^ 0 * (8) 50 C T\g*) 

et soit 

i{ei) : A *0 

A *^^0 le produit interieur. 



dcE(t){x) = 

-- C^ikXjP A 0(x) 



. . j 

i^k^l 





(2.17) 

dcE<P = 

-- [Po,(p]s 


(2.18) 


3 Algebres de Lie fortement rigides 

Dans ce paragraphe on introduit la notion de forte rigidite avec quelques 
exemples. 

Definition 3.1 Une algebre de Lie 0 est dite fortement rigide si son algebre 
enveloppante Ug est rigide comme algebre associative. 

Une algebre de Lie 0 est dite infinitesimalement fortement rigide si le deuxieme 
groupe de cohomologie H^£;(0,50) s’annule. 

La proposition suivante est une consequence immediate de la proposition 
et du theoreme de Cartan-Eilenberg (| 2 . 1 |) : 
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Proposition 3.1 Soit g une algebre de Lie de dimension finie. Si g est in- 
finitesimalement fortement rigide, alors elle est fortement rigide. 

Tous les exemples qui suivent correspondent a des algebre de Lie infinitesi- 
malement fortement rigides. On calcule le deuxieme groupe de cohomologie 
a I’aide du theoreme de Hochschild-Serre ( p. 2 |) applique a tous 

les groupes 

3.1 L’algebre de Lie de dimension un 

Evidemment, 5^]K) = {0}, alors 

Proposition 3.2 L’algebre de Lie de dimension 1 est infinitesimalement 
fortement rigide. 

3.2 Algebres de Lie semi-simples 

D’apres les lemmes de Whitehead, le premier et le deuxieme groupe de 
cohomologie d’une algebre de Lie semi-simple g a valeurs dans tout K-module 
de dimension hnie sont triviaux. Par consequent, S^g) = {0}, Vfc G N. 

Ceci assure, pour le cas particulier fc = 1, la rigidite de I’algebre de Lie. 
D’apres ce qui precede on a le theoreme classique (voir |^, p. 426]) : 
Theoreme 3.1 Toute algebre de Lie semisimple de dimension finie est in¬ 
finitesimalement fortement rigide. 

3.3 Sommes directes de semi-simples et d’autres 

Theoreme 3.2 Soit f une algebre de Lie de dimension finie gui est in¬ 
finitesimalement fortement rigide et s une algebre de Lie semi-simple de di¬ 
mension finie. 

Alors la somme directe g := f ©s est infinitesimalement fortement rigide. 

Demonstration: D’apres le theoreme de Hochschild-Serre ( | 2 . 2 D et les lemmes de 
Whitehead on a 

ilcEi5,Sg) = ® 55)® ^ H^E(f,5fa) ® (5s)® ^ {0} 

et 0 est infinitesimalement fortement rigide. □ 

En particulier : 

Corollaire 3.1 La somme directe d’une algebre de Lie semi-simple s de di¬ 
mension finie et de I’algebre de Lie de dimension 1 est infinitesimalement 
fortement rigide. 

Par example, I’algebre de Lie g[(m, K) est inhnitesimalement fortement rigide 
quel que soit m G N. 
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3.4 Algebre de Lie non abelienne de dimension 2 

On designe par X 2 I’algebre de Lie resoluble engendree par X, Y tel que 

[X,F] = F. 


Celle-ci est I’algebre de Lie du groupe affine de la droite. 

Proposition 3.3 L’algebre de Lie X 2 est infinitesimalement fortement rigide. 

Demonstration: Posons, X 2 = t©n ou t := IKX est une sous-algebre reductive et 
n := Ky est le nilradical de X 2 - Puisque t et n sont de dimension 1, il vient que 

H^^(n,5r2) = {0}, K) = {0}, H^^(t,]K) = ]K, 


et le theoreme de Hochschild-Serre entraine que 

Hc£;(t2,5r2) ~ 5r2)b (3.1) 


II est clair que I’espace des 1-cocycles Z)^^(n,5r2) est egal a C^^(n, 5r2), I’espace 
des l-cochaines. Soit F une telle 1-cochaine et soit / := F{Y) G 4Sr2. F est t- 
invariante si 0 = X.i^FiY)^ — F{[X,Y]) = X.f — f. II existe un unique polynome 

(j) € ]K[X,y] tel que / = 4’{X,Y). Puisque X.f = I’invariance de F 

entraine que (p{X,Y) = xiX)Y pour un polynome y G ]K[y]. 

D’un autre cote, soit G = 'if{X,Y) G 5r2 = Cp^(n,5r2) oil ip ^ K[y,y], 
G est invariant par t si et seulement si 0 = X.G = Y , c’est a dire, si et 

seulement si ip{X,Y) = g{X) pour un polynome g G ]K[X]. Alors {6ceG){Y) = 
Y.G = -Y^^. 

II est evident que pour chaque polynome x ^ d existe une primitive 

g G K.[A] telle que — = x{X). H s’ensuit que le groupe de cohomologie 

s’annule, done r 2 est infinitesimalement fortement rigide. □ 


A I’aide du theoreme 3.2 on obtient : 


Corollaire 3.2 La somme directe de X 2 et d’une algebre de Lie semisimple 
de dimension finie s est infinitesimalement fortement rigide. 


3.5 L’algebre 0 [(m,]K) x 

Soit m un entier strictement positif, a I’algebre de Lie 0 [(m, K), n I’espace 
vectoriel K"* et g la somme semi-directe a © n (oil le crochet est defini par 
[0 + n, 0' + v'] := [0, 0'] + (j)v' — (p'v). On a le theoreme suivant qui generalise 
I’exemple precedent r 2 = 0 l(l,]K) x : 

Theoreme 3.3 Avec les definitions mentionnees ci-dessus on a 

H^^(n, 50 )“^K et H^^(n, ^ 0 )“ ^ { 0 } VA;GN,fc>l. 
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II s’ensuit que 


H^i;(8.50) = Hj.E(a,K). 

En particulier, H^^(g,50) = {0}, done g est infinitesimalement fortement 
rigide. 


Demonstration: Puisque o est une sous-algebre reductive dans g, le theoreme de 
Hochschild-Serre 2.2 s’applique et donne la decomposition 


k 

ilcE{Q,S9) ^ H^E(n, 5g)“. 


r=0 


Pour calculer les groupes de cohomologie H^g(n, 5g)“ il faut considerer les es- 
paces des r-cochaines o-invariantes, HomK(A''n, iSg)“. Evidemment, Sq = 5o®]k 
iSn, et on a HomK(A^n, 5^g) = 0-^g Hom]K(A^n, 5*a (8 )k Puisque o = 

HomK(n, n), alors iS*a C HomK(n, n)®* = HomK(n®*, n®*), done 

HomK(A’'n,5*a®K5'-*n)“ C HomK(n®(*+’'\ n®(*+'-*))“. 

Soit / e HomK(n®(*+’■), n®0 = (n®'En particulier, / est invariant 
par I’application identite 1 G o. Puisque l.g = Ig pour tout g G n®^ et l.h = 
— {r + i)h pour tout h G alors / ne peut etre non nul que si r + i = I, done 

HomK(A^n,4S^g)“ = HomK(A'’n,iS^“^o(8)5''n)“. Puisque I’algebre commutative 5g 
s’identifie de fagon naturelle a I’algebre des polynomes sur I’espace dual a* x n*, 
alors I’application lineaire suivante est une surjection a-equivariante : 

: HomK(n®', n®0 ^ HomK(A^n, S^-^a ® S^n) : 

Tpi ® ® ipi I—> a) I—> (ui A • • • A Ur I—> trace• • • trace('i/’;_r</>) 

((aV’z-r+i) A • • • A {a'ijji),vi (g) • • • (g) Ur))^ 


oil on a utilise a* = o, et i;/), i/^i ,..., i/i; G a, a G n* et ui, ..., G n. Grace a 
I’equivariance de il vient que I’espace <l>[,(HomK(n®^, n®^)“) est egal a I’espace 
HomK(A^n,5'-’'o®5’'n)“. 

L’espace des a-invariants, Hom]K(n®^, n®^)“ est determine par le theoreme classique 
de H. Weyl (voir par exemple |T^, p.29] pour le cas d’un corps algebriquement 
clos ou |]3T| , p.214] pour le cas d’un corps ordonne suivant un raisonnement de 
G.B.Gurevich, 1948) : soit Si le groupe symetrique d’ordre I, et pour une permu¬ 
tation a e Si soit a I’element de Hom]K(n®^, n®^) defini par 


d{wi (g) • • • (g) lu,) := (g) ■ ■ ■ (g) w^gy 

Alors d’apres le theoreme de H. Weyl 


HomiK(n®^n®0 = I ^ 
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Soit ei,..., Cm une base de n et e^,..., e™' la base duale. Alois les elements e o 
definis par Ej{ek) ■= S^ej forment une base de o. Soit a € Si, alors on voit sans 
peine que d = ® ® alors pour G a et 

E m i ^ 5k 

aie G n on a 


^[{a){(f),a) = ^ trace((?i£;*i ) • • • trace((/>£;*^ " ) 




(aK*'-’"+i ) A ■ ■ ■ A {aE} ) 


E 




^V(l) ■ ■ ■ “*<T(i-r+l) 


. ^ . p^l — r+1 A 


A 


Quand on regarde la decomposition en cycles de a, alors on trouve des entiers 
positifs 1 < ai < • • • < Op et 1 < < • • • < tels que I = ai + - ■ ■ + ap + bi + - ■ ■ + br 

et 


<l>^(d)((/>, a) = e trace((/>“^) • • • trace((/)“^)(a(/)^^ A • • • A (a</>^'' (3.2) 

ou e G {—1,1}. II est bien connu que les polynomes Casimir G 5o 

definis par i—> trace((/>“) engendrent librement I’anneau commutatif des 

invariants (5a) voir par exemple |^] : c.-a-d. (5o)“ est isomorphe a I’anneau 
des polynomes en m variables Remarquons que est de la forme 

e = -fU s”. ..=1 ® ■ ■ ■ ® dr' ® 4“) ■ 

Calculous 6^°" ou 6 designe I’operateur cobord de Chevalley-Eilenberg pour les 
cochaines de n ; on a 

a 

(5^“)(u)(()),a) = -(u.^“)((/>,a) =-^trace(^E*})---(a,E*;^^u)---trace((/>E*“) 


S = 1 


E 4 ■ ■ ■ dr' (o. dr.»>d;:; ■ ■ ■ 4 = -»(“• 


S=1 


Puisque 6 preserve les cochaines a-invariantes, alors <5^“ G HomK(A^n, 5“g)“. 
D’apres I’equation (^) il s’ensuit que tout element de F G HomK(A'’n,5^0)“ 
est de la forme 


CL'^ y I ^ ^d'p — 1 


(3.3) 


oil ^ D’un autre cote, il est clair que tout element 

de la forme ( p.3D est une cochaine o-invariante de HomK(A'’n,5^0). Les 5^“ (1 < 
a <m) sont independants sur I’anneau ... ,^™'] car une equation 5i(5^^ + - • • + 
= 0 avec gi,... ,gm G ..., evaluee sur {(j), a, u) G a x n* x n, im- 
pliquerait gi[(t)] IH- VgraW\ = 0 (oil := fl'a(trace((/>),... , trace((?i™'))), 


13 



done 5a[</>] = 0 pour la partie dense (au sens de Zariski) de a de tous les (/> G a ayant 
des valeurs propres deux-a-deux differentes, alors ga = 0 quel que soit 1 < a < m. 
Puisque 


6F 


E • • • ,r)) A <5^^ A ■ ■ ■ A 

CL'^ ^ 11 • — 1 


E 

CL\ ^ 111 ^CL'p ^ — 1 


dFa,...a._ 

Q^ar-i-1 




ai 


A • • •A 


on volt sans peine que le cocomplexe (HomK(An, 5g)“, (5) est isomorphe au cocom- 
plexe de Koszul ..., (g) An*,5ii') qui est acyclique (lemme de Poincare 

algebrique), voir par exemple |^, p. 141], Alors la cohomologie Hc'£;(n,50)“ est 
isomorphe a K, ce qui montre le premier &once du theoreme. 

D’apres le theoreme de Hochschild-Serre applique a la sous-algebre simple 
s := s[(m,]K) de a on a Hp^(a,IK) = H^g(s,]K) © Hp^(s,]K) = {0} grace aux 
lemmes de Whitehead. □ 


Corollaire 3.3 La somme directe d’une algebre de Lie semi-simple s de di¬ 
mension finie et de I’algebre de Lie 0 [(m, K) x K™ est infinitesimalement 
fortement rigide. 


4 Proprietes des algebres de Lie fortement 
rigides 

4.1 Rigidite de I’algebre de Lie 

Theoreme 4.1 Si g est une algebre de Lie, de dimension finie sur'K, forte¬ 
ment rigide, alors elle est rigide en tant gu’algebre de Lie. 

Demonstration: On suppose que I’algebre enveloppante Uq de g soit rigide, 
mais I’algebre de Lie g ne soit pas rigide : alors il existerait une deformation 
formelle non triviale ( 0 [[t]],A*f) de g avec gt = telle que la classe 

de gi soit non nulle dans H^^(g,g). Puisque g est de dimension finie, alors 
le IK[[t]]-module 0 [[t]] est isomorphe au module libre g ( 8 )KlK[[t]]. Soit ei,...,e„ 
une base de g, yi,... ,yn les images des vecteurs de base dans Uq et y[,... ,y!„^ 
les images des vecteurs de base dans ^( 0 [[t]]). On note • la multiplication dans 
Z//( 0 [[t]]). Pour toute suite finie croissante I = (fi, ... ,ik) d’indices dans {1,... ,n} 
posons yi := yg ■■■yi,,^ dans Uq et y'j := y[^ • ■ ■ ■ • y'-^ dans U{Q[[t]]). D’apres le 
theoreme de Poincare-Birkhoff-Witt (qui s’applique a la situation ou I’algebre de 
Lie est un module libre sur un anneau commutatif, (voir [^, p.271])) les yj tor¬ 
ment une base deUQ sur IK et les y'j torment une base de 7 /( 0 [[t]]) sur IK[[t]]. On 
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voit que I’application <l> : Uq iXik —> Z//( 0 [[t]]) definie par ^{yi) ;= y'l est 

un isomorphisme de ]K[[t]]-modules. Soit tt* : Uq ( 8 )k x ^0 ®IK ^[[t]] 

Uq iX)]k la multiplication sur le module Uq ( 8 )k induite par • et c.- 

a-d. TTt{a,b) := <l>“^(<l>(a) • ^{b)). La restriction de vr^ aux elements de Uq x Uq 
definit une application K-bilineaire Uq x Uq ^ Uq ( 8 )k C Z/^ 0 [[t]] que Ton 

note aussi par tt *, a savoir TTt{u,v) = Yl’^=o^^'^n{u,v) quels que soient u,v G Uq 
oil TTn G iioni^{l/(Q<SiUQ,UQ). L’associativite de tt * sur trois elements u,v,w G Uq 
entraine les equations (^'^s{'^r-s{u,v),w) — 7rs{u,Trr-siv,w))'^ = 0 quel que 

soit r G N. Par consequent, ttj d^nit une multiplication ]K[[t]]-bilineaire associative 
sur le IK[[t]]-module Z^ 0 [[t]] (qui contient Uq iX)k ^[[t]] comme sous-module dense 
par rapport a la topologie t-adique) de fagon usuelle ; 

( OO OO \ OO 

5 / r=0 s,s^s^/>0 

5H-5'H-5"='r 

En particulier, I’application ttq definit une multiplication associative sur I’espace 
vectoriel Uq, et (UQ[[t]],7rt) est une deformation formelle associative de {Uq,tto). 
Pour toutes suites finies croissantes I, J on a 7^o{yi,yj) = ^~^{yj • yj)\t=o '■ en 
‘ordonnant bien’ le produit y'j^y'j on obtient des combinaisons lineaires des on la 
suite finie croissante K est de longueur inferieure ou egale a la somme des longueurs 
de I et de J dont les coefficients ne contiennent que les constantes de structure du 
crochet yo de I’algebre de Lie 0 car t = 0. Done ttq est egale a la multiplication 
de I’algebre enveloppante Uq et (Z/fg [[t]], tt*) est done une deformation formelle 
associative de I’algebre enveloppante Uq. II s’ensuit que tti est un 2-cocycle de 
Hochschild de Uq, et la restriction de tti sur X,Y G Q verifie 

yi{X,Y)=7r^{X,Y)-7r^{Y,X) yX,Y G Q. (4.1) 

car I’algebre de Lie ( 0 [[t]], yt) est une sous-algebre de Lie de ZY( 0 [[t]]) qui, d’apres ce 
qui precede, pent etre consideree comme une sous-algebre associative de (Uq [[t]], vTi). 
La rigidite de Uq implique qu’il existe un isomorphisme formel ipt = 
avec (po = Idi/g et ipn & Horrid(Z/Z 0 ,Z/Z 0 ) tel que 

ipt(n{u, v)) = TTtiytiu), p>t(v)), Vu, V G Uq, 

ce qui est equivalent a 

OO OO 

E iPa(T^b(u,v)) = E‘' E 'Ka(p^b(u),‘Pc(v)) yu,v GUq. (4.2) 

r=0 a,6>0 r=0 a,6,c>0 

a-\-b=r a-\-b-\-c=n 

Pour r = 1, la relation precedente devient 

'Ki(u,v) = (5Hy^i)(u,v) 'iu,v gUq (4.3) 
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ou 6 h est I’operateur cobord de Hochschild (voir 
tion vTo de I’algebre enveloppante. 

Alois les formules o et ([4.3|) impliquent 


par rapport a la multiplica- 


= {6H^,){X,Y)-i6H^,){Y,X) 

= X^i{Y) - ifiXY) + ip{X)Y - Y^i{X) + ifiYX) - ip{Y)X 
= {6cE‘fi){X,Y) yX,Yeg (4.4) 


ou 6 ce est I’opCTateur cobord de Chevalley-Eilenberg (voir 

Par consequent est un cobord de Chevalley-Eilenberg et sa classe est nulle 
dans H^£;( 0 ,g), d’ou une contradiction. □ 


Ce theoreme permet de restreindre la recherche d’algebres enveloppantes 
rigides aux seules algebres de Lie rigides. Pour les proprietes et la classihca- 
tion des algebres de Lie rigides, voir (P],[@], p4|, lH] et 
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4.2 Deuxieme groupe de cohomologie scalaire 

Dans ce paragraphe, on etablit nn critere cohomologiqne qni assnre qu’une 
algebre de Lie n’est pas fortement rigide. Soit (g, [ , ]) nne algebre de Lie sur 
I’annean commutatif K. Soit oj G Z‘^^{g,K) nn 2-cocycle scalaire de g. Soit 
Quo = 0 ® Kc nne extension centrale unidimensionnelle de g par rapport a oj 
dont le crochet [ , ]' est dehni de la fagon usnelle par 

[X + ac, F + be]' := [X, F] + oj{X, F)c VX, Y eg; a,be K. (4.5) 

Theoreme 4.2 Soit g une algebre de Lie de dimension finie sur le corps IK 
telle que son deuxieme groupe de cohomologie scalaire H^£;(g,]K) soit non 
trivial. Alors, g n’est pas fortement rigide. 

Demonstration: Soit oj G Z^^(g,lK) un 2-cocycle de classe non nulle et soit 
I’extension centrale nnidimensionnelle de I’algebre de Lie g[[t]] = g(8)KlK[[t]] 
sur K = IC.[[t]] par rapport a too (voir (^)). Dans I’algebre enveloppante lt{Qtu}[[t]]) 
de gta;[[t]] on note la multiplication par • et on considere I’ideal bilatere I := 
{l-c')»l({gtuj[[t]]) =U{Qtuj[[t]])»{l-c') (ou c' designe I’image de c dans Z//(gta;[[t]])) 
et I’algebre qnotient Utuig ■= lL{gtui[[t]])/Z. Soit ei,...,e,i une base de g sur K. 
Alors c,ei,...,e„ est une base de gtaj[[t]] sur IK[[t]]. Soient yi,...,y„ les images 
des vecteurs de base dans Ug et c',y'i,... ,y!^ les images des vecteurs de base 
dans U [gtu}[[t]]). Ponr toute suite finie croissante I = {ii,...,ik) d’indices dans 
{!,... ,n} posons yi := yi^ ■■■yi^ dans Ug et y'j ■.= y[^ • ■ ■ ■ • y[^ dans Z^(g[[t]]). 
D’apres le theoreme de Poincare-Birkhoff-Witt (qui s’applique a la situation ou 
I’algebre de Lie est un module libre sur un anneau commutatif, (voir 0, pp. 271])) 
les yi forment une base de Ug sur IK, et les c • y'^ (ou Iq G N et c := 1) 
forment une base de U{gtu)^t\\) sur IK[[t]]. En passant a I’algebre quotient Utu^g., 
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En notant la multiplication dans lAtwQ par 


et 


on voit que c s’identifie a 1 . 

les images de y[,... par la projection canonique par y'(,... ,y", on voit que 
tout y'j est envoye sur y'j := y"^ ■ ■ y”^. II s’ensuit que tons les elements y'j 

forment une base de I’algebre quotient UtujQ. Comme dans la demonstration du 

UtuiQ donnee par yj 


y'i 


theoreme O precedent, I’application (g)]^ ]K[[t]] 

definit un isomorptiisme de ]K[[t]]-modules libres. De fagon completement analogue 
a celle de la demonstration precedente on montre que la multiplication induite sur 
Uq (gjK lK[[t]] par la multiplication • de UtujQ et $ definit une suite d’applications 


0 


G HomK(Z //0 ®Uq,Uq) avec les propriety suivantes : ( 1 .) 


Tit definit une deformation formelle associative de I’algebre associative (Z^ 0 , 7 ro), 
c.-a-d. une multiplication ]K[[t]]-bilineaire sur le ]K.[[t]]-module Uq [[t]] (qui contient 
le ]K[[t]]-module Uq ®k ^[[t]] comme sous-espace dense par rapport a la topologie 
t-adique), et ( 2 .) ttq est la multiplication usuelle de I’algebre enveloppante Uq de 0 . 
Par consequent, vri est un 2-cocycle de Hochschild de Z^g, et sur tons X,Y G g C Z^g 
on a la relation : uj{X,Y)l = tii{X,Y) — TiiiY,X) car I’algebre de Lie 0 faj[[Z]] 
s’injecte dans I’algebre quotient UtujQ, et done dans Uq ®k ^[[t]] C Uq [[t]]. 

Supposons que Uq soit rigide, done en particulier, la deformation vr* est triviale. 
Alors il existe un 1-cocycle de Hochschild ipi G C\j{Uq,Uq) tel que vri = 

Par suite, il vient MX, E G g : 

ut{X,Y)1 = 7ri(X,y)-7ri(y, A) = 5H{^i){X,Y)-5H{y^i){Y,X) = 5 ce{m^i){X,Y). 

On en deduit que oj est un cobord de Chevalley-Eilenberg et sa classe est nulle 
dans H^^( 0 ,]K), d’ou la contradiction. □ 


4.3 Quelques contre-exemples 

Soit g une algebre de Lie rigide, selon [Q, elle se decompose sous la forme 
g = s © t © n, ou s est une sous-algebre de Levi, n est le nilradical et t est 
un tore (une sous-algebre abelienne reductive) et telle que le radical de g soit 
egal a t © n comme espace vectoriel. 

On donne ci-apres une liste d’algebres de Lie satisfaisant le critere precedent. 
Corollaire 4.1 Les algebres de Lie suivantes ne sont pas fortement rigides : 

1. Toute algebre de Lie nilpotente g de dimension strictement superieure 
a un. 

2. Toute algebre de Lie g = s © t © n dont le tore t est de dimension 
superieure ou egale a 2. En partieulier, les sous-algebres de Borel d’une 
algebre de Lie semi-simple non isomorphe a s[(2,]K) ne sont pas forte¬ 
ment rigides. 

3. Les algebres de Lie rigides gui sont des produits semi-directs de s[(2, K) 
par les s[(2, W)-modules irreductibles IK” avec n pair. 
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Demonstration: La premiere assertion est une consequence d’un r&ultat clas- 
sique de Dixmier concernant les algebres de Lie nilpotentes ( ||l^ ) : 

H^E(g,]K) 7 ^ 0 si dim( 0 ) > 2 . 

Pour (2) on applique le theoreme de Hochschild-Serre et le fait que pour une sous- 
algebre abelienne on ait K) / { 0 }. 

(3) Les s[(2, K)-modules irreductibles K" avec n pair possedent une forme symplec- 
tique LO invariante par s[( 2 , K), par suite en appliquant le theoreme de factorisation 
de Hochschild-Serre on a 

puisque ce dernier contient to. □ 


5 Quantification par deformation 

Dans ce paragraphe, on rappelle la notion de star-prodnit associe a nne 
structnre de Poisson, ainsi qne le theoreme de Kontsevitsch qni en assure 
I’existence. Le star-prodnit associe a la structure de Poisson lineaire d’une 
algebre de Lie servira a deformer I’algebre enveloppante, on parle dans ce cas 
de deformation par quantification. 


5.1 Star-produits 


Dans la theorie de quantification par deformation (voir |^) on considere 
des deformations formelles particulieres d’une algebre associative et commu¬ 
tative : 


Definition 5.1 Soil A = C°°{M) I’algebre associative commutative des fonc- 
tions C°° a valeurs reelles ou complexes sur une variete M munie d’une 
structure de Poisson P. Le crochet de Poisson sur A qui en resulte est note 
{ , }■ 

Un *-produit sur A est une deformation associative formelle de A 

OO 

r=0 

telle que : 

1. Le *-produit plonge dans I’espace .4,[[A]] des series formelles en \ a 
coefficients dans A est associative, c ’est a dire : 

r 

Vr e N, - {B,{f,Br-i{g,h))) = 0. 

j=0 
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2 . BQ{f,g) = fg (la multiplication point par point). 

3. B,{f,g)-B,{gJ) = {f,g} et ^) = /). 

I i?,(/,l) = i?,(l,/) = 0 Vr>0 

5. Les Br sont hilineaires. 

La condition 3 implique que [f,g] ■= ^ {f *\ 9 — 9 *x f) est une defor¬ 
mation de la structure de Lie { , }. 


5.2 La formule de Kontsevitch 


Dans le domaine des star-produits, le resultat le plus spectaculaire fut 
donne par Kontsevitch en 1997, (voir |^) : 

Soit M une variete de Poisson. Soient {xi,, Xn) des coordonnees locales 
sur M. On pose A = C°°{M). 

Soit P = I ^ A dh (avec di la derivee partielle = a,h) un 

bivecteur de Poisson sur M. 

Theoreme 5.1 (M.Kontsevitch 1997) II existe un star-produit sur toute 
variete de Poisson {M,P). 

Pour la variete de Poisson (R”, | Xla b=iKontsevitch utilise 
I’Ansatz suivant pour I’operateur bidifferentiel Br du star-produit : soient 
f,9& 2r = ni • -f Uj. -f M -|- iV une partition de I’entier positif 

2r en somme d’entiers positifs et soit a une permutation de {1,2,... ,2r}. 
On note le couple ((rii,..., n^, M, iV), a) par P^, et on dehnit I’operateur 
bidifferentiel par 


BrAf.g) ■■= 


( 1 \ — 


,( 


dXai ■ ■ ■ dXar. 


QTlr pi^cr{2r—l)^a-{2r) 


dXa„^^...^r.r_i+l ' ' ' ^^ar,^+...+nr 


QMf 


d^9 


-l-nr + 1 ' ' ' -l-n^ + M H-hn^ + M + l ' ' ' ^^a2r 


(5.1) 


L’operateur Br s’obtient comme une combinaison lineaire particuliere d’opA 
rateurs du type precedent parametree par tons les couples P^ possibles. Kont¬ 
sevitch represente les P^ par des graphes a r -|- 2 sommets (correspondant a 
r structures de Poisson et a deux fonctions) et 2r arretes (correspondant 
a 2r derivees partielles) dans le demi-plan superieur, et les coefficients WYr 
reels de la combinaison lineaire s’obtiennent par une integration liee a I’image 
geometrique du graphe, (voir on 0] pour des details). Dans le cas simple 
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ou = (0,..., 0, M = r, N = r,a), a{2k — 1) := k, a{2k) = r + k quel que 
soit 1 < fc < r le coeficient wrr = Done le star-produit de Kontsevitch 
s’ecrit de la maniere suivante : 

OO OO 

:= X^Br := A’’ Wr^Br^. (5.2) 

r=0 r=0 Fr 

La formule de Kontsevitch s’etend facilement aux structures de Poisson 
complexes (qui sont des sections dans le fibre de bivecteurs complexifie), et 
on voit aisement que si et f,getP sont holomorphes, alors f k g 

sera holomorphe. De plus, si f,get P sont des applications polynomiales 
complexes, alors il en est de meme pour le star-produit de Kontsevitch f kg. 
Finalement, si la structure de Poisson P elle-meme est une serie formelle P = 
on tons les Pg sont des champs de bivecteurs tels que [P,P] = 0, 
la formule de Kontsevitch donne une deformation de la variete de Poisson 
(M"', Pq) a deux parametres A et t. 


5.3 L’algebre enveloppante Ug a la Kontsevitch 


Soit (g, [ , ]) une algebre de Lie de dimension finie sur C et g* son dual 
algebrique. L’algebre symetrique 5g est identifiee a I’algebre des functions 
polynomes sur g*. Soient une base de g, et sa base duale 

et a; = ^ g*- Soit Pq £ ‘Sg (gi A^g* la structure de Poisson lineaire 

(|2.16|) provenant du crochet de Lie de g. 


II y a un star-produit kQ assez naturel sur (g*, Pq), du a Simone Gutt 
pour tout G g soit : g* —>• C la function exponentielle e^{x) := ^ ^t 

pour tons E Q on definit ; 


kcCrj 

on E g[[A]] est la serie de Baker-Campbell-Hausdorff, 

■.= ^ + V 

n -n 1 


(5.3) 




n + 1 

TL —1 fcp ,... ,fcn, >0 


{ki + ■ ■ ■ + + l)A;i! ■ ■ ■ kn\li\ ■ ■ - In- 


(5.4) 


Ce star-produit a les proprietes suivantes : 

Proposition 5.1 (S.Gutt 1983) Quels que soient les polynomes f, g de Sq 
le star-produit f kc g est un polyndme en A et pour X = 1 on a 

f ^Gi 9 ■= f-^G 9\\=i = i^if)^i9)) 


20 










oil oj est I’isomorphisme lineaire de symetrisation entre 50 et Uq En 

particulier, I’algebre associative (50,*gi) est isomorphe a I’algebre envelop- 
pante Uq. 


Demonstration: La danonstration se dMuit de la formule (4.2) dans [26|, p.256. 
□ 


II s’avere que le star-produit de Gutt est en general different de celui de 
Kontsevitch. G.Dito a fait la comparaison : 

Proposition 5.2 (G.Dito 1999) Soit 'kK le star-produit de Kontsevitch (\5.2^ ) 

pour la variete de Poisson (0*,Po)- 

Alors B 2 {f,g) = B 2 {g,f) guels gue soient f,g E A et 


= E g = Q** C A. (5.5) 


En outre, il existe une eguivalence p entre -kc et -kK (c.-d-d. p{f -kQ g) = 
p(/) '^K p{g) V/, g E A) gui est de la forme 



oil Or E C et Dr est un operateur differentiel d’ordre r a coefficients constants 
gui contient r derivees partielles. 

Demonstration: Ces &onc& sont tons demontres dans Particle de Dito 

On a le corollaire suivant : 

Corollaire 5.1 Soient f,gE 50. Alors le star-produit fkc^g est un polynome 
en A et pour A = 1 on obtient done une multiplication associative icKi sur Sg 
definie par 

f ^Ki g ■= if g)\x=i- (5.7) 

L’algebre associative (50,*ii'i) est isomorphe a I’algebre enveloppanteUg de 

0- 

Demonstration: Soient et <52 les degres des polynomes / et g. L’operatenr 
bidifferentiel Br contient r fois la structure de Poisson lineaire Pq et 2r derivees 
partielles. Done il restent toujours an moins r derivees qui sont distribuees sur 
/ et g. Il s’ensuit que Br{f,g) = 0 si r > di + (52, d’ou la convergence du star- 
produit kx sur les polynomes. On deduit de la formule (^^) de Dito que I’operateur 
differentiel pr dans p = contient exactement r derivees partielles : alors 

p converge aussi sur tout polynome / et definit ainsi une bijection C-lineaire pp) : 
50 —> Sq par P(i)(/) := p(/)|a=i- D’apres la proposition |5.2| de Dito pp) definit 
un isomophisme d’algebres associatives (50 ,*gi) (50,*ii:i). Alors (50,*xi) est 

isomorphe a I’algebre enveloppante grace a la proposition de Gutt. □ 


^|. □ 
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6 Deformations des algebres enveloppantes par 
quantification 


Dans ce paragraphe on va etndier les deformations de I’algebre envelop- 
pante Uq d’nne algebre de Lie complexe (g, [ , ]) qni s’obtiennent a I’aide 
d’nne deformation polynomiale Pt de la strnctnre de Poisson lineaire Pq (|2.16|) 
sur I’algebre symetriqne 5g : 


6.1 Le theoreme 


Theoreme 6.1 Soient (g, [ , ]) une algebre de Lie de dimension finie n sur 
C, g* son dual algebrique, 5g I’algebre des fonctions polyndmiales sur q*, Uq 
I’algebre enveloppante de g et Pq le champ de bivecteurs de la structure de 
Poisson lineaire sur g*. 

On suppose qu’il existe une suite (Pa)aeN de bivecteurs polynomiaux {Pa G 
^g (8) A^g*) tels que tous les crochets de Schouten J2i+j=a[^iy = 0 quels 
que soient a G N et Pi n’est pas cohomologue a 0. 

Alors Pt = deformation non triviale de la structure de 

Poisson Pq et elle induit une deformation non triviale de I’algebre envelop¬ 
pante Uq par la formula de Kontsevitch. En particulier, I’algebre de Lie g 
n’est pas fortement rigide. 


Demonstration: On considere la deformation ix de I’algebre symetriqne <Sg[[t]] 
induite par les formules de Kontsevitch et (|5.2| ) ponr la strnctnre de Pois¬ 
son formelle Pt. Alors ponr tont entier positif r, les operatenrs bidifferentiels de 


Kontsevitch (5.1) sont des series formelles en t : 


Brr{f,a) = t^Bkp^ 

k>0 


avec 

BkPrif^ a) 


E 

, 67 - >0 

h\-\-.. .-\-br'=h 


E 




QUrp 


ai ,...,a2r 


\dXat ■ ■ ■ dXar,^ dXa„^ + ...+„^_^+t ' ' ' dXa^^+...+^^ 


QMf 


d^a 


dx 


-hrir + l 


' - \-nr + M - [-nr + M + l ' ' ' ^^a 2 r 


( 6 . 1 ) 
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On pose Br^kif,g) '■= '^^r^k,rr{fj 9)i le star-produit de / et de <7 est de la 
forme suivante : 

fiKg= Y1 >^"t’^Br,k{f,g), 

r,k>0 

et induit done une deformation a deux parametres A et t de I’algebre symetrique 
50. 

On va montrer que cette deformation est convergente en A sur les polynomes : 
soient f et g deux polynomes dans 50 tels que / est homogene de degre (5i et g 
est homogene de degre 62 - On fixe r et k. Alors le coefficient en de Br^(f,g), 
Bk,Vr{f^ g) consiste en r — fc copies de la structure de Poisson lineaire Pq et k copies 
des autres bivecteurs Pi^ € Sg^ A^ 0 * ou 1 < < fc quel que soit bi. Alors pour k 

fixe il n’y a qu’un nombre fini Nk des bivecteurs P^,^ pour lesquels > 1. Soit d le 


maximum des degres de Pq et de ces autres bivecteurs. D’apres la formule (6.1), 
le degre polynomial 6 de Bk^Vrif^g) ^st majore de la maniere suivante : 

S < {r — k)l + dk + 61 + 62 — 2r = {d — l)k + 5i + 82 — r 

Par consequent, Bkj:^{f.,g) = 0 si r > (d — l)k + di + <52 + 1- H s’ensuit que 
cette deformation est convergente en A sur les polynomes /, g. On pent done fixer 
A = 1, et on obtient une multiplication associative ixi a un seul parametre t sur 
50[[t]]. Pour A; = 0, la formule (6.1) ne contient que la structure de Poisson lineaire 
Pq : alors la multiplication est une deformation formelle associative (en t) de 
la multiplication (voir (5.7)) sur 50. Puisque I’algebre associative complexe 


( 50 ,*i^i) est isomorphe a I’algebre enveloppante Ug d’apres le corollaire 5.1, on a 
done construit une deformation formelle associative gt = de I’algebre 

enveloppante Ug. 

Supposons maintenant que gt soit triviale : alors il existerait une serie St := 
1 + ou Sr G Home ( 770 , 770 ) telle que St{gt{f,g)) = go{St{f), St{g)) 

quels que soient f,g & 770 [[t]]. En particulier, pour r = letf = ^,g = rj avec 
^,r] £ g on aurait 

= - Si { go { tv ) + 7*0(51(0, d) + 7 *o(^, 5 i(r 7 )). 


alors, grace a 

7^r(0d) := 7 * 1(0 d) 

= -5i[0d] + 5i(0 *Ki V - g^Ki 5i(0 “ 5i(r/) -kRi Si{g). 

Puisque la transformation d’equivalence de Dito (^. 6 [ ) en A = 1, / 0 (i), donne 
d(i)(0 = C quel que soit ^ G 0 on obtient 

Oi)(/^r(Od)) = -0i)(5i[0d])+Oi)(5i(0)*Gid-d*i^i7*Ci)(5i(0) 

-7*Ci) (5i (r/)) ^ -kKi (5i (r/)) 

= -0i)(5i[0d]) + [P^i)(5i(0),d] - [ 7 *^ 1 ) (5i(r?)),^] 

= {ScE{plt]° 
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car le star-produit de Gutt est isomorphe a la multiplication associative sur 
iSg obtenue a I’aide de I’isomorptiisme a; (|2.2|) qui est un morptiisme de g-modules. 
Le terme est une somme d’operateurs bidiffCTentiels du type -Bfc,rr+i(C) o 
avec k = 1. Get operateur contient r fois la structure de Poisson lineaire Pq et une 
fois le champs de bivecteurs Pi. Si e est le degre maximal de ^i|gxg, alors le degre 
de Bkj'r+iii-’ inferieur ou egal a e —r, done il est maximal pour r = 0. Dans ce 
cas, la composante de degre e de -Bfc,rr+i(C) v) est proportionnelle a Pi(C, rj) avec un 
poids non nul. En considerant la composante de degre e dans I’equation precedente 
et en notant que / 0 (i) ne change pas la composante du plus haut degre, on voit que 
Pi est un 2-cobord de la cohomologie de Chevalley-Eilenberg, contrairement a 
I’hypothese. Alors la deformation de I’algebre enveloppante est non triviale. □ 


Remarque 6.1 Les deux theoremes 4-1 etu^peuvent se deduire egalement 


du theoreme 6.1 


6.2 Applications 


On montre que les algebres de Lie rigides ti © et 51(2, C) © ris ne sont 
pas fortement rigides en appliquant le theoreme | 0 . 


6.2.1 Algebre de Lie resoluble ti ©Use 

On considere I’algebre de Lie resoluble rigide L © de dimension 6 , 
definie relativement a la base {Xq, Xi, X 2 , X 3 , X 4 , X 5 } par 



= iXi i = 1, - ■ ■ ,5 

( 6 . 2 ) 


= Xi-f-i i = 2, 3,4 

(6.3) 

[X2,X3] 

= X 5 

(6.4) 


les autres crochets etant nuls on deduits des precedents par antisymetrie. 
Proposition 6.1 Soil P E defini par (a, /?, 7 G \ {(0, 0, 0)}j .■ 


Pi 


fdXi^A ^ 


dXi 8X3 


d d d d 

+7(—X2X3 A —h X2X5 ^ A 


’dXi 5X4 


8X3 8Xa 


+ 0 X 1 X 5 


8 


A 


8 

(6.5) 


Alors [P, P]s = 0 = [P 05 P]s e-t P n’est pas cohomologue a 0. En particulier g 
n’est pas fortement rigide. 


24 













Demonstration: Un calcul direct montre que [P,P]s = 0 = 

Soit ^20 I’espace des polynomes quadratiques (de degre 2) de variables Xq, Xi, 
X2, X3, X4, X^. On determine I’espace des 2-cochaines quadratiques S^q < 8 > 
et I’espace des 1-cochaines quadratiques 0 0 *. On montre qu’il n’existe aucun 
element A de 5 ^ 000 * tel que dcE-^ = P- Alors g n’est pas fortement rigide d’apres 
le theoreme 3.1. □ 


6.2.2 Produit semi-direct de s[(2, C) par 1 x 3 

On considere I’algebre de Lie parfaite rigide g = s[(2, C) © ris produit 
semi-direct de s[(2, C) par Us, I’algebre de Heisenberg. 

Soient /i, e, / la base de sl(2, C) et p, q, z la base de I’algebre de Heisenberg 
Us verifiant les relations suivantes : 


[h,e\ 

= 2 e , 

1 [h, f] = 

- 2 / : 

. [e, f] = h 

[q,p] 

= z . 

, [K q] = 

q 

[Kp] = -p 

[e,p] 

= q ■. 

• [f, q] = 

p 



les autres crochets etant nuls on deduits des precedents par antisymetrie. 

L’action induite de s[(2,C) sur Ug a I’aide de la base duale p*,q*,z* de 
p,q,z : 

h-q* = -q\ h-p*=p\ e-q* = -p*, f ■ p* =-q* 


les autres actions etant nulles. En appliquant le theoreme de factorisation de 
Hochschild-Serre on a : 


Hc£(g,‘50) ~ H^^(n3,50) 


s[(2,C) 


Lemme 6.1 Soit <h G 50 © g* (1-cocycle) avec $ = giq* + g 2 q* + g^z*, et 
gi E Sq on a 

5 ce{z*) = -q*Ap* ( 6 . 6 ) 

= {^92]-[p,9i]- 93) ■ q* Sp*+ [q,g3\-q* Az*+ \p,g3\-p* Az* 

(6.7) 


Lemme 6.2 Le sous-espace vectoriel F de 5^0 defini par 


F = {^3 G 5^0 : [q, g^] = \p, ^3] = 0} 

est engendre par z"^, q^ — 2ez, pq + hz, et p^ + 2fz. On a F C avec 
I’ideal de 5g engendre par ng. 
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Proposition 6.2 Soit P & Sq® A^rig defini par 

P := C q* A p* avec C ■.= h'^ + 4e/. 


C est Velement de Casimir quadratique de iSs[(2,C). 

Alors P est sl{2,C) -invariant, [P,P] = 0 = [Pq, P] et P n’est pas cohomo- 
logue a 0 dans H^^(n 3 , En particulier, g n’est pas fortement rigide. 

Demonstration: On vCTifie facilement que P est s[(2, C)-invariant, et [P, P] = 
0 = [Pq) P]- On suppose qu’il existe un = giq* + g 2 q* + gsz* G iS^g ® g* tel que 


dcEi^^) = ([ 9 , 52 ] - \p,gi] - 53 ) q* Ap* + [q,g 3 ] q* A z* + \p,g 3 ] p* Az* = C q* Ap 
d’apres le lemme |6.1|. Puisque q* A p*, q* A z* ,q* Ap* forment une base de 


3> 


on a 53 G F C d’apres le lemme Or [q,g 2 ], \p,9i] G et par suite C = 
{[ 9 ^ 92 ] — \p,9i] — 93 ) S ‘Sn, d’ou une contradiction. 

Alors P n’est pas cohomologue a 0 dans H^^(n 3 ,5g)®'0.C) et g n’est pas forte¬ 
ment rigide d’apres le theoreme 6 . 1 . □ 


6.3 Classification des algebres fortement rigides de di¬ 
mension inferieure a six 

On utilise la classification des algebres de Lie rigides de dimension inferieure 
a sept, donnee par Carles et Diakite 0 0 et les resultats precedents pour 
classifier les algebres de Lie fortement rigides. 

Theoreme 6.2 Toute algebre de Lie fortement rigide de dimension n < 6 
est isomorphe a I’une des algebres de Lie suivantes : 

{ 0 }, K, X 2 , sl( 2 ,]K), 0 [( 2 ,]K), sl( 2 ,]K)xr 2 , 
sl(2,K) X s[(2,K), g[(2,K)xK2. 


7 Linearisation des structures de Poisson 


Ce probleme a ete pose par Weinstein pp. 537] : Etant donne une 


variete de Poisson (M, P) dont la structure de Poisson P s’annule en un 
point xq G M, il s’agit de voir si il existe un diffeomorphisme {C°° on formel) 
tel que P soit isomorphe a sa partie d’ordre 1 en xq, Pq (voir p, |^, |^ , 
T 8 | et pour des resultats dans ce domaine). D’un point de vue formel 


c.a.d. quand on remplace P par sa serie de Taylor autour xq on ne considere 
que des deformations formelles de Pq qui sont an moins quadratiques. La 
linearisabilite de I’algebre de Lie g[(m, K) x K™ qui est fortement rigide, voir 
le theoreme |^, a ete obtenue a I’aide d’une demonstration geometrique par 
Dufour et Zung, voir 
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Du theoreme on deduit le resultat suivant : 
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Theoreme 7.1 Toute structure de Poisson dont la partie lineaire correspond 
d une algebre de Lie fortement rigide est formellement linearisable. 


La reciproque de ce theoreme n’est pas vraie en general : pour I’algebre de 
Lie 0 somme semi-directe K x on la sous-algebre K agit sur le nilradical 
abelien par des multiples de I’identite, on a que le deuxieme groupe de 
cohomologie H^£;( 0 , 0 “q 5*g) s’annule, alors elle est linearisable (voir 

El), mais 0 n’est pas rigide en tant qu’algebre de Lie, car on pent aisement 
remplacer I’action de IK sur par une autre action lineaire. Done 0 n’est 
pas fortement rigide. 


Remarque 7.1 La structure de Poisson Pq -|- Pi definie dans ( \6.^ de la 
proposition |h. j| n’est pas formellement linearisable parce qu’elle admet Pi 
comme deformation quadratique non triviale. 
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